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Abstract
　　　　Ageneralized　eigenvalue　problem　by　using　the　edge－based　FEM　is　investigated　to　analyze　resonant　cavity　f（）r
hypemhemic　treatmenちwhere　a　subspace　iteration　method　is　implemented．　First，　a　simple　cavity　is　analyzed　and　the　resonant
frequencies　are　compared　for　various　conductivities．　Then，　the　rcctangular　parallelepiped　resonant　cavity　is　calculated，　where　lossy
phantom　with　or　without　fat　layer　is　place《1．　It　is　fbund　that　the　lowest　resona血t丘equencies　are　in　good　agreement　with　the　ones
obtained　by　FDTD　method．　Calculating　times　and　memory　required　are　also　discussed．
キーワー一ド：固有値，有限要素法，FD・TD法，空洞共振器
（eigenvalue，　finite　element　methQds，　fmite　difference　methods，　resonant　cavity）
1．　はじめに
　我々は、これまでにハイパーサーア（癌温熱療法）用リエ
ントラント型空洞共振器を差分時間領域法（Finite
Difference　Time　Domain　MethOd：FD－TD法）により解析を行
ってきた［1］。すなわち、均質ファントムあるいは血流を考
慮した非均質ファントムを仮定して解析を進めてきた。し
かしながら、共振器の観点からは、人体を挿入するため円
筒形のリエントラント型は、必ずしも、有効とはいえない。
最近では矩形空洞共振器を用い、かつ、2点励振により良
好な結果が得られることを予測している【2】。一方、我々は
有限要素法を用いて共振器問題を解析し［3】、計算時間及び
メモリ使用量の観点から、改善すべき余地があることを指
摘した。また、より効果的な線形方理式の解法が必要であ
ることも述べた。また、計算時間の大部分を占める全体線
形方程式のICCG解法に、適当な加速係数【4】を導入し計算
時間の短縮を試みた。その結果、最適な加速係数を選択す
ることでICCG法の反復回数を大幅に減らすことが可能で
あった［5］。
　これまで、有限要素法を用いた固有値解析は、我々も含
め、損失を考慮しない例が多い。また、損失を考慮した固
有値解析例は、自由度（degrees　of　freedom：DOFs）が少なく【6，
刀、大規模な3次元共振器問題への適応が不可能であった。
しかし、実用的な共振器モデルを解析するためには，損失を
考慮し、かつ大規模な問題の検討が不可欠である。
　本報告では、まず、損失を考慮した場合の有限要素定式
化を示す。ここでは、文献【7】に示された結果に改良を加え
定式化を行った。その結果、非対称の標準固有値問題に帰
着したので、得られた式を解くためのサブスペース法を提
案する。新しい有限要素定式化の妥当性を確認するために、
損失のない空洞共振器の解析を行い、理論値との比較を行
ったところ良好に一致することを確認した。次に、共振器
の半分が損失を有する誘電体で満たされた矩形共振器［8，
9】の解析を行い、共振周波数が良好に一致するこξ示ず。
さらに、筋肉ファントムを仮定した、損失を有する誘電体
を含むハイパーサーミア用矩形共振器の解析を行った。な
お、筋肉ファントムの周囲に脂肪層がある場合および無い
場合を検討した。その結果、得られた共振周波数はFびTD
法の結果と良好に一致することを示す。しかしながらく：計
算時間やメモリの使用量には検討の余地があることを述べ
る。
2。　損失を考慮した場合の有限要素法による固有値問題
　　　の定式化及びサブスペース法
2－1．有限要素法の定式化
　空洞共振器の共振周波数は、離散化した波動方程式の固
有値として導かれる。
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はそれぞれ実数部と虚数部の比誘電率、および角周波数で
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ここで｛M’】は材料の導電率を考慮した行列であり、導電率
がある材料部分を除くすべての要素は零となる。式②にお
いてK。　・　a）VEI7｝を用い次式を得る。
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（3）はκoの1次と2次の項を含む複素固有値問題の非線
形方程式である。これを線形化する事によって次式のよう
な標準固有値問題を得る。
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2－2．サブスペース法
　図1には、本報告で使用したサブスペース法のフロv・…チ
ャートである。損失を考慮した場合、N×Nの全体マトリ
クスが非対称マトリクスとなるため、我々は双共役勾配法
（Bi－Conjugate　Gradi㎝nt　Method：BCG法）用いマトリクスを解
いた。Nc×瓦のサブスペースマトリクスはLR法を用いた。
ここで、Ncはサブスペース空間の大きさであり、求める
固有値の数である。
3．　損失がない矩形共振器の解析
3－1．解析モデル
　図2に示す矩形共振器の一次共振周波数を求め、理論解
析により求めた共振周波数と比較する。空洞共振器本体の
導電率を無限大と仮定し、比誘電率6rは1、導電率σは0、
比透磁率μは1とした。対称性を利用して解析領域は114
とし、一次六面体要素を用いて粗分割および密分割の2通
りのメッシュを用いて精度の検討を行った。図3に示すよ
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図1．複素固有値問題におけるサブスペース法のフロー一一・チ
　　　ヤ…一・ト
うに、粗分割では分割数を5x4x6（：x、　yおよびz方向の
分割数、以下同様）とし、密分割では10x10x10とした。
その結果、粗分割の要素数は120、密分割は1，000、粗分割
の自由度は516、密分割のそれは5，220である。
図2．解析モデル（単位：㎜）
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図3．分割図（（a）：粗分割，（b）：密分割）
3－2．解析結果
　表1に、計算結果および理論共振周波数を示す。表から、
計算結果と理論値は良好に一致し、さらに、分割を密にす
ると計算値は理論値に近づくことが分かる。よって、ここ
で提案した式および解析方法は妥当であることが示された。
計算時間はPentium・4（2GHz）を使用し、粗分割5。11秒、密
分割944秒であった。
表1．損失がない共振器の共振周波数の比較（単位：MHz）
粗分割 密分割 理論値
一次共振周波数 146 144 144
4．　損失を考慮した誘電体を有する共振器の解析
4－1．解析モデル
　図4に示す損失を有する誘電体が存在する共振器の一次
共振周波数を求め、文献［8，9】と比較する。これは誘電体が
共振器の中に存在すると理論共振周波数が得られないため
である。解析モデルにおいて誘電体の比誘電率ε7は2、比
透磁率μrは1とし、導電率σを0．1、O．5、1，0、1．3と
変えて4通りの解析を行った。対称性を利用して解析領域
を1／2とし、図5に示すように一次六面体要素を用いて不
均等分割を行った。なお、要素数は5x10x20＝1，000、自
由度は5，140である。
　　　　　　　　　誘電体
図5．分割図
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4－2．解析結果
　表2に、計算結果および参考論文の共振周波数を示す。
同表からいずれの導電率においても文献［8，9］の結果とよ
く一致している。よって、損失を有する解析においてもこ
こで提案した定式化および解析方法が正しいことが示され
た。計算時間はPentium　4（2GHz）を使用し、σ＝O．1のとき
1，678秒、σ＝0．5のとき1，843秒σ＝mのとき2，917秒、σ＝
1．3のとき7，ll4秒であり、導電率が上がるにつれて計算時
間が増加する傾向が見られた。
表2．損失を考慮した場合の1次共振周波数の比較
　　　（単位：GHz）
図4．解析モデル（単位：㎜）
導電率σ【S／m】 計算結果 参考文献［8，9】
0．1 7，401＋jo，3547，379＋jo，354
0．5 7．259＋jL8177．236＋jL819
1．0 6．606＋j3．8606．579＋j3．864
1．3 5，746＋j5，1915，711＋j5，197
5．　ハイパーサーミア用矩形共振器の解析
5－1．脂肪層を考慮しない場合
　図6に示す、損失を有する誘電体が存在する共振器の一
次共振周波数を求め、FD－bTD法による結果と比較する。こ
こで、誘電体は筋肉を仮定し、比誘電率arを72、導電率σ
を0．85、比透磁率μ。を1とした。対称性を利用して解析領
域を1／4とし、図7のように一次六面体を用いてllxl4x8
：1，232要素に分割した。なお、自由度は6，608である。
図6．解析モデル（単位：㎜）
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図8．解析モデル（単位：㎜）
25
図7．分割図
5－2．脂肪層を考慮しない場合の解析結果
　表3に、得られた共振周波数をFD－TD法により求めた結
果とともに示す。ここで、FD－TD法による解析は、一辺が
50㎜（粗分割）、25㎜（中分割）、125㎜（密分割）の3種
類のメッシュを用いて均等分割して計算を行った。分割数
はそれぞれ、22，620、180，960、1，447，680である。表3
から分かるように、有限要素法により得られた結果は、分
割数を考慮するとFD－TD法と良好に一致している。計算時
間はPentium・4（2GH乞）を使用して18，795秒であり、一方、
FD－TD法では354秒（粗分割）、5，305秒（中分割）、75，244秒（密
分割）であった。
表3．一次共振周波数の比較（単位：MHz）
計算結果 FD－TD法i粗分割）
FD－TD法
i中分割）
FD－TD法
i密分割）
一次共振周波数 54．7 54．5 55．6 56．1
5－3．脂肪層を考慮した場合
　人体外部から電磁波を加えるハイパーサーミア装置では、
脂肪層により電磁波の浸入が困難になることが知られてい
る。したがって、解析計算においても脂肪層を考慮するこ
とが必須である。図8に示す、脂肪層を考慮した損失を有
する誘電体が存在する共振器の一次共振周波数を求め、
FD－TD法による結果と比較する。脂肪層は筋肉ファントム
を仮定した誘電体に対して図9（a）および（b）のように配した。
なお、脂肪層の厚さは25㎜とした。解析モデルにおいて
筋肉ファントムは前述と同様に、比誘電i＄　6r＝　72、導電率
σ＝0．85、比透磁率μr＝1とし、脂肪層は比誘電；＄εr　＝9．2、
導電率σ・＝　O．Ol47、比透磁率μr＝1とした。対称性を利用
して1／4のみを考慮し、〒次六面体を用いて図10に示すよ
うに7x’17・x　10・・＝1，190要素に分割した。なお、自由度は
6，200である。
いd
口誘電体　　　　　　　　　　［：コ誘電体
〔：］脂肪層　　　　　　　　　　〔コ脂肪層
　　（a）　　　　　　　　　　　　（b）
図9．脂肪層の配し方と断面図（単位：㎜）
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図10．分割図
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5－4．脂肪層を考慮した場合の解析結果
　表5に、得られた結果およびFDro法により求めた共振
周波数を示す。H川）法は、一辺を25㎜（粗分割）、12．5
㎜（密分割）と2通りで、均等に分割し計算を行った。表3
から分かるように、分割数を考慮すると計算結果はFD。TD
法と良好に一致していると言える。計算時間はP㎝tium　4
（2GHz）を使用し、29，366秒であり、一方、　FD－TD法では
5，300秒（粗分割）、75，806秒（密分割）であった。
表4．一次共振周波数の比較（単位：MHz）
計算結果 FD－TD法i粗分割）
FD－TD法
i密分割）
一次共振周波数　　52．0 5L3 5L6
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6．　分割数が精度に及ぼす影響
　本報告では、FEM分割はすべて不均等メッシュを使用し
ている。ここでは、各方向のメッシュ分割数が精度にどの
ような影響があるかを検討する。解析モデルは図6を使用
レた。分割幅、要素数、および自由度を表5に、分割図を
図11に示す。
表6共振周波数の結果（単位：MHz）
一次共振周波数
A
545
B
54．7
C
560
D
55．7
FD－TD
561
表5各モデルの分割方法、要素数および自由度
表7計算時間の比較　（単位：秒）
A
計算時間　1，317
B
18，795
C
29，503
D
6，943
A B C D
x方向 6 11 10 8
y方向 10 14 16 12
z方向 6 8 9 8
要素数 360 1，232 1，500 768
自由度 1，788 6，608 8，020 3，984
（A）
（C）
（B）
z2！“x
図11分割図
　得られた一次共振周波数および計算時間を表6および7
に示す。同表に示すFD－TD法の結果は密分割を用いて得ら
れた結果であり、基準の値と仮定する。分割図（A）～（C）
を用いて得られた結果から分割数を増やすにつれ精度の向
上がみられ、分割数が一番多い、分割図（B）が良好な結
果となった。しかしながら、分割図（B）と分割図（D）を
比較した場合、分割図（D）は分割図（B）よりも分割数が
少ないにもかかわらず、FD－TD法の結果に近い結果が得ら
れている。ただし、その理由は、現時点ではまだ説明はつ
いていない。
7．　むすび
　損失を考慮した共振器の共振周波数を有限要素法によ
り求めた。得られた結果はFD－TD法や参考論文の結果と良
好に一致した。したがって、有限要素定式化に関しては妥
当性が高いと言える。また、異なる手法で良好に一致ずる
共振周波数が得られたことは、今後の共振器解析において
も信頼性の高い解析が可能となったと言える。しかしなが
ら、大規模な損失を含む問題を解析するという観点からは、
大きな問題が残っている。本報告と文献田との大きな違い
は、Nx2＞の線型方程式の解法であり、本報告では、定式
化によって？〉×Nのマトリクスを対称ではなくBCG法に
より非対称マトリクスを解いている。今後は、BCG法の改
良、あるいは、より効率的な線形方程式の解法を導入する
必要がある。さらに、式（4）における【M・・｝1の存在により大
次元問題の解析を難しくしており、［M・｝1を求める効率的
な手法の導入が必要であろう。一方、ハイパーサーミア装
置の解析については、ここで得られた共振周波数を2つの
励振点に加えて、周波数領域解析により電磁界分布を求め
ること、などが今後の課題である。
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